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В последнее время в исследованиях по теории алгоритмов, наряду с понятием вычисли¬ 
мой функции, разрешимого и перечислимого множеств, которым соответствуют определения 
частично-рекурсивной функции, рекурсивного и рекурсивно-перечислимого множеств [2], все 
чаще стали появляться понятия функции, вычислимой относительно некоторых других функ¬ 
ций (или сводящейся по вычислимости к этим другим функциям), и множества, разрешимого 
относительно некоторых других множеств (или сводящегося по разрешимости к этим другим 
множествам). Соответствующие этим интуитивным понятиям точные определения принадле¬ 
жат К лини и Посту [2, 3]: говорят, что функция ір сводится по вычислимости к функциям 
фг ,фі, если р частично-рекурсивна относительно ф ъ ... ,фр, говорят, что множество Р сво¬ 
дится по разрешимости к множествам С^і, ■■■ и если характеристическая функция Р сводится 
по вычислимости к характеристическим функциям (Зі, ..., (ф. 

В настоящей заметке изучается естественно возникающее понятие множества, перечислимо¬ 
го относительно других множеств (или сводящегося по перечислимости к другим множествам). 
В терминах «сводимости по перечислимости» оказывается возможным сформулировать опреде¬ 
ления и двух других [упомянутых выше] видов сводимости (следствие теоремы 7 и теорема 8). 
Определение «сводимости по перечислимости» дается в и. 7 при помощи вводимого в и. 4 поня¬ 
тия вычислимой операции. В и. 5 устанавливается связь этого понятия с одним определением, 
предложенным ранее А. Н. Колмогоровым, а в и. 6 — с некоторыми еще более ранними кон¬ 
струкциями Поста. Пи. 1-3 носят вводный характер. 

1. Системы множеств как топологические пространства. Всякую систему множеств Т 
будем в дальнейшем без оговорок считать То-пространством со следующей топологией: для 
любого конечного множества Р подсистему Ор С Т всех множеств из Т, содержащих Р в каче¬ 
стве подмножества, назовем элементарной открытой; открытой подсистемой в Т назовем любую 
сумму элементарных открытых. В частности, система 7м всех подмножеств и система 7м всех 
конечных подмножеств произвольного множества М образуют каждая связное бикомпактное 
Го-пространство . 

Лемма. Пустъ М ъ ...,М г — произвольные множества, Т — произвольная система мно¬ 
жеств. Отображение / топологического произведения Тм г х ... х Тм г в Т тогда и только 
тогда непрерывно, когда для всяких Х\ С М\, ..., Хі С Мі выполняется равенство 

ах ъ ...,х 1 ) = и /(*{,...,*;). 

{ Х' 1 СХ 1 ,...,Х'СХ 1 -, 

х Іе Т мр ~’ Х І4Р Щ } 

2. Множество П. В теории алгоритмов приходится рассматривать не только множество N 
всех натуральных чисел, но и множество К 2 всех упорядоченных пар и вообще множество К п 
всех упорядоченных «п-ок» натуральных чисел, а также множество N 2 = (ф. всех конечных 
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упорядоченных строчек натуральных чисел, множество N 3 = N 2 всех конечных упорядо¬ 
ченных строчек элементов N 2 , и т. д. Нам будет удобно, поэтому, следуя Гильберту [1], сразу 
ввести в рассмотрение множество Л всех «комбинаций» символа | с самим собой. Множество Л 
определяется как минимальное множество, удовлетворяющее условиям: 

а) «единичная комбинация» | и «пустая комбинация» Л принадлежат Л', 

б) если а Е Л, то (а) Е Л ; 

в) если а Е Л и Ь Е Л, то аЬ Е Л 

(через аЬ обозначается результат приписывания справа Ь к а, так что Ла = аЛ = а). Отожде¬ 
ствим 0 с Л, 1 с |, 2 с 11 и т. д., а упорядоченную «п-ку» а ь ..., а п элементов из Л с элементом 
(аі) ... (а п ) Е Л. Тогда каждое из множеств и К& окажется подмножеством Л, и притом 
перечислимым (см. ниже). Системы 7ц всех подмножеств и 7^ всех конечных подмножеств Л 
обозначим V и V'. Каждый элемент (аі) ... (а п ) Е Л назовем представителем конечного (неупо¬ 
рядоченного) множества {аі, ... ,а п } Е V 7 ; каждое п-элементное множество из V имеет, таким 
образом, п\ представителей в Л. 

(І-І)-соответствие между некоторым подмножеством N и Л называется (І-І)-нумерацией Л'. 
число /і Е Л, соответствующее элементу Ь Е Л, называется номером Ь. Нумерацию назовем до¬ 
пустимой, коль скоро существуют такие вычислимые функции а(х) и /3(х,у), что если тип 
суть номера тип, то а(т ) и (3(т,п ) суть номера (т) и тп. Подмножество КС Л назовем 
перечислимым (вообще, принадлежащим классу Р п , п ^ 1), если множество его номеров в до¬ 
пустимой номерации перечислимо (соответственно, принадлежит классу Р п проективно-рекур¬ 
сивной классификаци Клини — Мостовского [ 6 ]); можно доказать, что понятие перечислимости 
(вообще, принадлежности классу Р п при п ^ 1) не зависит от того, из какой именно допустимой 
нумерации исходить. 

3. Частичные отображения. Всякое отображение Е С X в У будем называть частичным 
отображением X в К; если X и У — топологические пространства, то можно говорить о непре¬ 
рывных частичных отображениях X в У. Графиком частичного отображения -0 теоретико¬ 
множественной степени Л 1 и Л назовем множество Сф всех таких элементов (х,)... (х г )у <Е Л, 
что у = -0(хі, ■ • •, х і); графиком частичного отображения Ф степени Л 1 в V назовем множество 

всех таких элементов (хі) ... (х*)(у) Е Л, что у Е Ф(хі, ..., х;); частичное отображение 
назовем вычислимым, если его график есть перечислимое множество. Каждое частичное отоб¬ 
ражение Е теоретико-множественной степени (Ѵ 7 ) г в V индуцирует частичное отображение Е 
степени Л 1 в V такое, что К(х|,.... х/) = Е(^і, ■ ■ ■, 6 ), коль скоро х г Е Л есть представитель 
конечного множества & Е V {і — 1 ,...,/); назовем Е вычислимым, если Е вычислимо. 

4. Вычислимые операции. Пусть Мі, ... ,Мі — перечислимые подмножества Л. Отображе¬ 
ние 7мі х ... х 7м, в V назовем вычислимой операцией 1 (/-местной), если: а) оно непрерывно; 
б) индуцированное им частичное отображение (Ѵ 7 ) г в V вычислимо. При помощи леммы (п. 1) 
доказываются следующие теоремы: 

Теорема 1. Суперпозиция вычислимых операций есть вычислимая операция. 

Теорема 2 . Всякое вычислимое и непрерывное частичное отображение (V) 1 в V можно про¬ 
должить до вычислимой операции. 

Теорема 3. Для всякой 1-местной вычислимой операции 2 ГГ и всяких перечислимых в Л 
множеств Еі , ..., Еі, Р существует вычислимая операция "Цд, являющаяся отображением 
7Ьі х ... х 7Ь, в 7 Ъ и такая, что для всяких 8\ С Е\, ..., 5) С Еі, КС Р из ТГ(5'і, ..., 8і) = К 
вытекает ТГ 1 (5' 1 ,..., 5)) = К. 

1 Итак, вычислимая операция есть всюду определенная функция Т.І: 2 Мі х ... х 2 Мі —» 2^. — Прим, наборщика. 

Обозначение ГГ неслучайно. Ниже К — операция Колмогорова, Р — операция Поста. — Прим, наборщика. 
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Теорема 4. Пусть ТГ — вычислимая операция и К = ЕГ(5і,... ,3{). Тогда, если Зі Е Р п (п — 
1,2 ,..г — 1,..., I), то и К Е Р п . В частности, если все 8 і перечислимы, то и К перечислимо. 

5. Операции Колмогорова. Минимальное множество, удовлетворяющее условиям а)-в) из 

и. 2 и содержащее сверх того «неизвестные» х,\ __ :г„. обозначим Ті[х\,, х п ]. Каждый эле¬ 

мент д{х і,..., х п ) из Ті[х\, ..., х п \ при замене Хі,...,х п элементами а ь ..., а п из ТС переходит в 
элемент д( а ь ... , а п ) из ТС. Правилом Колмогорова называется строчка 

9і(х і,...,х п ), е г ; д 2 (х ъ ...,х п ), е 2 ; д т (х г ,..., х п ), е т ; д{х.\ . ®„)« е, (*) 

где дДх і,..., х п ),д(хі,..., х п ) Е Т1[х ь ... ,х п ]; т,п, е*, е — натуральные числа. Конечная упоря¬ 
доченная система множеств М г , ..., М к называется замкнутой относительно правила (*), если 
для всяких аі,..., а п Е ТС из ..., а п ) Е М е . (г = 1,..., т) вытекает д( аі,..., а п ) Е М е . 

Операция Колмогорова (/-местная) К задается конечным множеством Р правил Колмогорова 
и набором натуральных чисел к,1 \,Результат применения операции К к множествам 
бф..., 8і определяется так: рассматриваются системы множеств М\ ,..., М к , замкнутые относи¬ 
тельно каждого из правил Р и такие, что М іг Э З г (і = 1,..., среди них [систем] выбирается 
такая система М +,..., М^, что для всякой из рассматриваемых систем М \...., М к выполня¬ 
ются соотношения Мі Э М+ (г = 1,..., к); полагается по определению К(5'і , .. .,8і) = М+. 

Теорема 5. Для того, чтобы отображение V 1 в V было вычислимой операцией, необходимо и 
достаточно, чтобы оно было операцией Колмогорова. 

6 . Операции Поста. Обобщая и уточняя идеи Поста [4, 5], естественно приходим к следую¬ 
щему определению операции Поста. Через <5д[ж-і ...., х п ] обозначим минимальное множество: 

а) содержащее множество 8а слов в алфавите А [7]; 

б) содержащее «неизвестные» ,..., ж п ; 

в) вместе с каждыми своими элементами а и Ъ содержащее элемент аЪ. 


Каждый элемент д{х і, ..., х п ) из «5д[жі, ...,ж п ] при замене х\,... ,х п элементами а 1; ..., а п из 8д 
переходит в элемент <?(аі, ..., а п ) из 8а- Заменяя всюду в определении операции Колмогорова 
слова «правило Колмогорова» на «правило Поста», «операция Колмогорова» — на «операция 
Поста» и символ Ті на символ 5д, получаем определение операции Поста в алфавите А. Опе¬ 
рацию поста в алфавите Б Э А назовем операцией Поста над алфавитом А. 

(1 1)-соответствие между некоторым подмножеством Ті и 8д назовем (І-І)-нумерацией 8д', 
элемент 1і Е Ті, соответствующий элементу $ Е 8а, назовем номером Г. Нумерацию назовем 
допустимой, коль скоро существует такая вычислимая функция у (ж, у) (т. е. вычислимое ча¬ 
стичное отображение 'Н 2 в ТС), что если тип суть номера а и Ь, то у(ш, п) есть номер аЬ 
(в частности, допустимой является нумерация, рассмотренная в [ 8 ]). 

Теорема 6. Выберем произвольную допустимую нумерацию и через я М обозначим совокуп¬ 
ность номеров элементов множества М С 8а в этой нумерации. Для того, чтобы I-мест¬ 
ная операция, ставящая в соответствие всяким множествам <5і, ..., 5) С 8а множество 
Р(5'і, ..., Зі) С 8а, была операцией Поста над А, необходимо и достаточно, чтобы существо¬ 
вала такая вычислимая операция ТГ, что 7 гР(5'і, ..., Зі) = ТГ(7 г5'і, ..., 7 тЗі). 

7. Сводимость. Назовем множество К сводящимся по перечислимости к множествам 
Зі,... ,3і, если существует такая вычислимая операция ТГ, что В = ТГ(5'і,..., 3{). Если З г и В. 
суть подмножества натурального ряда К, то, в силу теоремы 3, можно считать, что ЕГ есть 
отображение в N. 
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Теорема 7. Оператор Е, переводящий всякий набор арифметических функций фі, ... ,фі от 
аргументов соответственно в п-местную функцию <р — Р(фі, • • •, фі), тогда и 
только тогда является частично-рекурсивным, когда существует такая вычислимая опе¬ 
рация У , что СрХб (С ?^,..., С^ф. 

(В силу теоремы 3 можно считать, что И есть отображение М ті + 1 х ... х К т * +1 в К п+1 .) 

Следствие. Функция ср тогда и только тогда сводится по вычислимости к функциям 
когда ее график сводится по перечислимости к графикам фі ,... ,фі. 

Теорема 8. Множество Р тогда и только тогда сводится по разрешимости к множеству С}, 
когда каждое из подмножеств Р и Р сводится по перечислимости к и (здесь Р и суть 
дополнения к Р и ср. [5]). 

Следствие. Если Р и (} перечислимы, то сводимость по разрешимость Р к С] равносильна 
сводимости по перечислимости Р к (^. 

А. Н. Колмогорову автор обязан значительным улучшением заметки. 

Поступило 3 V 1955 
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Набрано 14.11.2018 (е2о1іп®уап<іех.ги). Изменения, внесенные при наборе текста: 

- термины выделяем курсивом, а не разрядкой. 

- в библиографии даны полные названия статей и журналов. 

- множество натуральных чисел обозначаем И, а не N. 

- ссылки на библиографию указываем как [1], [2], а не ( х ), ( 2 ). 

- некоторые перечисления 1) 2) 3), а) б) в) сделаны в виде списков. 

- пишем АВС ... а Ь х у ... вместо готических букв: 2158 С... а Ь у 1)... 

- в п. 5 пишем еі, ..., е т , е вместо ѵі,..., ѵ т , о. 

- в п. 5 пишем вместо Ні, ■.., Щ, я. 

- указанные замены шрифта и обозначений сделаны макрокомандами. 
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